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Kapitel 1
Vagor pa ledningar

Inledning

I kursen Elektromagnetiska falt (Cheng kap 1-7) har vi bl. a. studerat vagutbredning i
fri rymd. En antenn som stralar lika i alla riktningar blir dock ineffektiv for 6verforing
av energi mellan tva punkter. Det blir battre om vi kan leda energin pa nagot satt. |
detta kapitel tittar vi pa ledningar, t.ex. tva parallella ledare, for 6éverféringen. Vi far
transversella falt pa ledningen s.k. TEM-vagor (transversellt elektriskt och magnetiskt
falt). Senare kommer vi till vagledare (t.ex. metallrér som kan éverfora energi). Dar har
vi TE- eller TM-vagor (transversellt elektriskt resp. magnetiskt falt).

En transmissionslinje anvands for att 6verfora energi vid hoga frekvenser fran en kalla
till en belastning. Om vaglangden X = ¢/f > kretsens dimensioner, kan vi anvanda vanlig
kretsrakning med Kirchhoffs lagar. —f =50 Hz ger A = 600 mil, FM-radio f = 100 MHz
gerA=3m. -

For mindre vaglangder (hogre frekvenser) maste vi anvanda ledningsteori. Vi kan stu-
dera E- och H-falten runt ledarna (huvudsakligen transversella falt, men inga plana
vagor) eller rakna kretsmassigt med strom och spanning. Man far spannings- och
stromvagor pa ledningen.

1.1 Sinusformat stationartillstand
1.1.1 Spéanning, strém och impedans

R+ wl R+ wly i (2)

_I + PRI C R ) L/ ) G,

+ _ och G

i G+ oG G+ oG V(2) Z per | angdenhet
O - P . C

z=0 z x=1[-z z=|
Vi studerar det sinusformade stationartillstandet for en ledning med langden ¢, impedan-
sen/langdenhet R, + jw L,, admittansen/langdenhet G, + jwC, och belastningsimpedansen
Z1,, symboliskt ritad i figuren ovan:
Losningarna till de differentialekvationer man far for den komplexa spanningen resp.
strommen pa ledningen blir

Uz) = V(2)+Vi(z) = vi0oe'" + v(o)e' =[1+1(2)] Vi2)

framdt- och bakét gdende spanni ngsvag

z

(2)=1 )+ (2)=T%0) e+ (0)e"* =[1-T(2)]1 (2)
fram och bakéat gidende stronvag
dar utbredningskonstanten fér utbredning langs ledningen

i ndex | edni ng

yI edni ng: C(I edni ng+j l3I edni ng = ‘/( Rl-i-J wLI)( Gfﬂ (*)q) utel amas nor mal t

En forlustfri ledning har R, =0och G, =0= «a=0
Fashastighet pa ledningen Vi, jedning = W/ Biedning

Den karakteristiska impedansen for ledningen

; V(2 __ V(& _ [RHW
" T2  T( NGHuq

For en forlustfri ledning galler att Z, = /L,/C,, d.vs. rentreell.
1




2 Kapitel 1  Vagor pa ledningar

Reflexionsforhallandet for spanningsvagen

M(z) = Y'(Z) R

med reflexionsforhallandet vid belastningen = reflexionskoefficienten vid belastning-
en:

L C,

ZL+ZC

r,o=r(y =

Specialfall, anpassad ledning: Om Z;, = Z. blir I', = 0. Ingen reflekterad vag da!

Totalimpedansen Z(z) = inimpedansen (vid z=z) mot belastningen

2(z) = M2) _ 5 1+1(2) z
(z)  °1-T(2) Az) — :

z

Nagra speciella varden péa totalimpedansen: Vid belastningen z=¢, Z(¢) = Z,
och vid z=0, Z(0) = Z;, = inimpedansen pa ledningen!

Berédkning av inimpedansen for ledningen:
1/ Berdkning d& Z och Z_ ar kanda
Berakna I\, I'(z), Z(z) sanmt Z(0) = Z !

n

2/ | ni npedansen kan ocksa beraknas ur

Z coshyx +Z_si nhyx
C Uy Q -
Z (x) = Z, . med X=I| (x mites fran bel ast ni ngen,
Z_coshyx +Z sinhyx se fig.)
Zg ekvival ent krets fran generatorn
~ - sett
+ + Z4
Vg Zin - ZC ZL Vg Zin

@)

Vid lasten och generatorn: anvand vanlig elkrets (KVL, KCL, spdnningsdelning, anpass-
ning osv.); daremellan ledningsteori.

OBS! Vid forlustfri ledning overfores all aktiv effekt in pa ledningen vidare till lasten.
Effekten i Z;, kan darfér berdknas enklare som effekten i Z;,!

1.1.2 Forlustfria ledningar

For en forlustfri ledning galler R =0och G=0. Detta nedfor

att Z blir rent reell och att
c . N B
i edni ng_J BI edni ng_J LG =] (JJ-‘/E

A} edni ng:O, i ngen danpni ng pa | edni ngen och sanmma B som f or
pl ana vagor i forlustfritt nmaterial!

Nagra specialfall av inimpedans pa en forlustfri ledning:

M4 1&ng I edning =21z

Z
in\N4

z

A2 1ang | edning Zin)\/2 L
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1.1.3 Forlustfria ledningar som kretselement

4
En forlustfri Oppen |ledning (Z =) har Z = i ta;BI

och en kortsluten (Z =0) har Z = Zj tanfl.

Cenom | anpl i gt val av | edni ngsl angden |, kan dessa bada
fungera somrent induktiv eller kapacitiv inpedans.

En kortsluten (Z;, = 0), forlustfri, M4 1&ng ledning har inimpedansen Z;,, = Z2/0 = cc.
En sadan ledning kan anvandas som stdd fér en annan ledning, utan att paverka denna!

M4 N4

kort- kort-
sl ut ni ng sl ut ni ng

1.1.4 Spanningsmaximum och -minimum pa forlustfri ledning

Teckna den komplexa spanningen i en godtycklig punkt z pa ledningen:
— — 4 —. — — jo o +j2p(l-2)
V(z) = Vi(z) +V(z) = V(z)[1+T(2)] =V{(z)[ 1+ oe ]

Bel oppet av V ar nmax da e " =1 och nindde =1
U detta kan vi berakna vid vilket z vi har V_ resp V. .

| en maxpunkt ar (z)
" " mnpunkt " T(2z)

+|:|'L|j
—EI'LD

Staendevéagforhéllandet s for spanningen pé en forlustfri ledning defineras som
S = IV|max/ |V|min:

M 1+, O
:_qm": L eller o o= S1

s
L s+1

Miin 1-0, O

Ingen reflekterad vag (I =0), O s=1

For en ledning med sma forluster far man huvudsakligen TEM-vagor - transversella E-
och H-falt. Men E och H beror av koordinater 1 utbredningsriktningen, sa det ar inga
plana vagor.

----- 1 N :
B= wy/L, C och Vi = -1 Wy € for dielektrikum
Vv LG VHa & nel | an | edarna

Detta samband, som galler for en ledning med inga eller sma forluster, kan man anvanda
for att berdkna ledningens induktans/langdenhet L,, om C, ar kand!

1.1.5 Berakning av C 4, Ly, G, och Ry

Cy, Gy och L, (kapacitans/langdenhet osv) berdknas som for statiska falt.

Observera att vid lika faltbild galler G, = ¢4C,/e (Formelsamlingen s.3) och sambandet i
Vi Ovan mellan L, och C, vid inga eller sma forluster.

Vid berakningen av R, maste vi ta hansyn till eventuell skineffekt i ledarna!

Exempel: For en koaxialkabel (ledarradier a resp. b, konduktivitet o och ett dielektrikum
( med ¢ och o4) mellan ledarna far vi kapacitans/l.e. (se cylinderkondensator t.ex. i Phys.
Handb.), tvarkonduktans/l.e. och induktans/I.e.:

21E _04C _ 2moy

_ _ _ HoE M
'~ Inb/a ' € Inb/a

— — 0
LI———ﬁInb/a
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Om vi har skineffekt blir serieresistansen/l.e. for ledarna
1 1 . . . . .
R = + dar & = _2_ i ntrangni ngsdj upet .
2mcad 2mabd wou
Vi har raknat med hog frekvens. D& har man inget flode inne i ledarna, d.v.s. ingen inre induktans
for ledarna. Vi har antagit sma forluster dessutom.

1.1.6 TEM-vag pa dubbelledning med tjocka ledare *

Betrakta en dubbelledning med tjocka cylindriska ledare, radie a och centrumavstand D,
se fig.!

D

a/ Berdkning av kapacitans och induktans fér ledningen

For en TEMvAg i 2-riktningen galler att E= ZHx2. E- och H
falten ar vinkelrata not varandra. Vidare ar Vs = 1/‘/ud8d.
E-faltet ser ut som i elektrostatiken. Den ojamna ytladdningsfordelningen pa cylindery-

torna tar vi harsyn till genom att rdkna med spegelladdningar 4+ i spegelpunkterna.
Vi far kapacitansen per langdenhet (se t.ex. ekv. 3-164 i Cheng)

C = (1)

&,
' in[(D2a) +(D2a)%- 1]

I elektrostatiken ar V=konst-linjerna (cirklar) vinkelrdta mot E-linjerna (ocksa cirklar om
man forlanger E-linjerna till spegelpunkterna), se fig. 1!

Fig.1 Hektrostatiskt falt

For TEM-vagor pa dubbelledning far vi: E-linjer som i elektrostatiken (ojamn ytladdnings-
fordelning pa de stromforande ledarnas yta). V=konst-linjer i elektrostatiken motsvaras nu av
H-linjer, ty EL H for TEM-vag enligt inledningen. Se fig. 2! Ytstromtatheten pa ledarna
(i flyter ju pd ledarytan vid skineffekt) blir inte jamnt fordelad. Vi far ratt faltbild, om vi
radknar med tunna spegelstromledare ( med strommen i) belégna i spegelpunkterna.

i

Fg.2 Eoch Hfor TEMvVAg pa | edning (skineffekt i |edarna)

Kapacitans for dubbelledningen, se ekv. (1). Induktansen far man enklast ur sambandet
for TEM-vagor

Vis =4 JLiC = Y fugeg
H u
L (yttrey = FO'”[ (D/2a) +y(D2a)2- 1] = ?O ar cosh( D/ 2a)

— Man kan ocksa rakna med strémmen i i spegelpunkterna och anvanda definitionen for induktans
for att berédkna L ygtre. —
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b/ Beradkna den magnetiska kraften pa en av de stromférande cylindrarna, t.ex. den
hogra! Vi forutsatter vaxelstrom och skineffekt.

Vi far ratt B-falt vid den hogra ledaren, om vi ersatter den vanstra tjocka cylinderna med
en tunn ledare i spegelpunkten. Det blir dock komplicerat att berdkna kraften pa den
tjocka hogra ledaren.

Men kraft och motkraft ar lika. Vi kan berakna kraften pa den tunna vanstra ledaren
i stallet. Vid denna berdkning kan man ersatta den hogra cylindern med en tunn ledare
i spegelpunkten. Slutsatsen blir att vi kan berdkna kraften som kraft mellan tva tunna
stromférande ledare beldgna i spegelpunkterna.

Kommentar: Vid likstrom har man jamn stromfordelning 6ver de tjocka cylindrar-
nas tvarsnittsyta. B-faltet blir dd samma som om man hade tunna ledare efter cylinde-
raxlarna. Kraften mellan de stromférande cylindrarna vid likstrém kan berdknas som
kraften mellan tva tunna tradar belagna pa cylinderaxlarna.

Problemet blir alltfér komplicerat, om man har véxelstréom, men ej skineffekt.

1.2 Transienter pa forlustfria ledningar

1.2.1 Inledning

I sektion 1.1 studerade vi sinusformat stationartillstdnd pa ledningen och utnyttjade jw-
metoden. Nu ska vi titta pa insvangningsforlopp och anvanda Laplacekalkyl. Vissa be-
grepp i sektion 1.1 blir meningslésa nu, t.ex. vaglangd och fas, andra modifieras. jw byts
mot s.

Ut br edni ngskonst anten y(s) = J(RI+5L|)(G|+SC|) ,

karakteristiska inpedansen Z(s) = J( R+sL)/(G+sC)

(R, Ly, G, G storheter/langdenhet)

For en forlustfri ledning(R=0,G =0) blir karakteristiska
i npedansen Z = R, = ,jL,/Q', v(s) =s\/:5 och vagor nas
ut br edni ngshasti ghet u = 1/ \/:(_; =1/ \Jue

1.2.2 Spéanning och strom pa ledningen

Koppla in en likspanningsgenerator med inre resistansen R, och spanningen V, =V, vid
tiden t=0! Ledningen har en rent resistiv last R, se fig.! Vi har bara resistanser i kretsen,
s& vi behover inte anvanda Laplacekalkyl.

Rg rg M
:l—c+ O Loptid pd | edni ngen
+
Vg \Y, Ro, T |:|J R T=IG

Man kan beskriva | edni ngen genomatt ange karakteristisk i npedans Rj
och 16ptid T (eller |edningsléangd /I och hastighet u).

Spanningsdelning ger spanningen in pa ledningen V; vid z=0 for t=0:

1 T RA Vg (Man ser en «lang ledning i detta ogonbli ck.
TR | ni npedansen pa | edningen ar da R)

En spanni ngsvag ut breder sig efter |edningen. Vid tiden
t=T=1l/u , |06ptiden, reflekteras vagen not bel astni ngen.

9 o o h . _
Vi far en reflekterad vag Vv, =T VvV, , dar = ﬁ_
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Efter tiden 2T har denna vag natt ingangen pa |edningen och
refl ekteras ned refl exi onsfaktorn rg. Vi far en framatgaende
o +
vag V. - Ry Ry
g Rg+RO
Pa detta satt fortsatter reflexionerna i all oandlighet. Eftersom |I'] < 1 (utom foér R, = 0
eller oo nér R, = 0) far vi avtagande amplitud pa de reflekterade vagorna. Efter oandligt
lang tid har vi stationartillstand i kretsen.

+ .
Vv, = Fng

Den forlustfria ledningen verkar i stationartillstdndet som en kortslutning mellan
generator och last.

1.2.3 Reflexionsdiagram

Man brukar rita ett reflexionsdiagram (rum-tid-diagram) for att latt kunna se hur
manga vagor, som kommit fram till en viss punkt z pa ledningen vid en viss tidpunkt
t. Se diagrammet nedan!

OBS! Sp&nni ngsvégen o
refl ekteras ned
faktorn +I och +T, o
.o )
stromvagen ned F TV
- - |
r,och -r! 2{ | 2 +
Se t.ex. uttrycken foér \(z) B A
och I(z) p&d s 1. _— 1
Refl exi ons- t1i" = 0 = "
; S .
di agram f 6r
spanni ngen le z':/

Figuren ovan visar ett diagram for spanningen. V, ar den forsta framéatgéende vagen
som kommer till belastningen vid tiden T. Vagen reflekteras mot lasten med faktorn I'y:
V] =T V{. Denna vag kommer till generatorn vid t=2T. Reflekteras dér ....

Avlasning av spanningen: | en punkt z vid en tidpunkt t, dar t; <t < 2T — se tidaxeln
i diagrammet — har man totalt

+ +
Mz, t) =Vo(t-t)) + TV o(t-t))

0 for t<t

dar st egfunktionen o(t-1) = 1" tst

bet ecknas ned Ut-1) i boken
Forsta termen: Vagen Vi har kommit fram till punkten z; vid tiden t; = z;/u och finns
kvar i fortsattningen. (Spanningen ar noll for tider t<t;).

Andra termen: V7 har kommit fram till z; vid tiden t,. Vagen har da gatt strackan
£+ (-2zy), vilket tagit tiden t; =(2¢-2z1)lu=2T-t;,dar T = //u.

1.2.4 Andra belastningar och insignaler.
- Laplacetransformering
Om man har induktans och kapacitans i belastningen, far man inféra Laplaceoperatorer

Vq(s), V(z,9), I(z,s) , impedanser Zy,(s) och reflexionskoefficienter I'(s). Berakningen sker
med operatoruttryck och resultatet 6versatts till tidsuttryck.

Vi betecknar motsvarigheten pa detta satt:
v(z,t) D V(z,s) (bagen i motsvarartecknet at Laplacesidan)
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Nagra enkla Laplaceuttryck

1
enhet ssteget o(t) Dgl |
0 t
ett fordrojt enhetssteg o(t-1) O %e'ST _,_|:t
0 T
e—at 1
S+ «
Uttryck av typen ———— artialbraksuppdelas till
Yy yp G+a)G+0) p pp
1 -1 1
(s+a+s+6)ﬁ—a
Oninsignalen ar en puls enligt fig. Vo
vg(t) = V,[o(t)-o(t-1)] blir notsvarande 5 - t
Vo s V
Lapl aceut tryck - 0 -s0 0 _-sT
p y vg(t) Dvg(s) s e - e
V(s) = Vo (en konstant) & Vg &(t) :o t 3(t)=0 for t#0, & 0)=co

En sadan stromel | er spanning ar ofysikalisk! Kolla omdu gjort raknefel!

1.2.5 Spéanning och strom pa ledningen

Vid t=0 kopplas en spanningskalla till en belastad ledning! Vi far ett operatorschema, dar
impedanserna Z;, och Z, utgors av resistanser, induktanser och kapacitanser.

Z4(s) Ty r

. ——o— . 5
d] z,(s)

Vg(s) Zo, T V(z,8)

Den allmanna lésningen till vagekvationen for spanningen pa ledningen blir

+ -yz - Yz L. .

V(z,s) =V (0,s)e” +V(0,s)e och foér strommen
1 =+ -yz 1. - yz ]

1(z,s) =Z—V(0,s)e - Z—V(O,s)e (CBS tecken for 1)
[} C

fram och bakat gdende vagor

¥(s) = J(R+sL)(G+sC)  och Z(s) = (R+sL)/(G+sC)

For den forlustfria ledningen blir =77 = e=s2/¢
Denna faktor motsvarar en tidsfordréjning av signalen (= den tid z/u det tar for signalen att
utbreda sig strackan z langs ledningen), nar vi dversatter operaturuttrycket till tidsuttryck.

Enligt operatorkalkylens fordrdjningssats motsvarar ju en tidsfordrojning = av en funk-
tion f(t) en multiplikation med e=57 pa Laplacesidan. f(t-7) o(t-7) D F(s)e ™5™

Ater till kretsen i fig. ovan. Genom att utnyttja randvillkoren vid z = 0 och z = ¢ far vi
spanningen

-yz -y(21-2)

Z(s) e +l(s)e

Zg( s) +Z.(s)

V(z,s) = Vg(s) >0
1-T(s)T(s) e
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och strommen

-yz -y(21-2)
I(z,8) = Vg(s) Z(S)1+Z(s) SIS K -2yl
9 ¢ 1- Fg(s) r.(s)e
) Z(s) - Z, Zg(s) - Z,
dar I (s) = m och Fg(s) = m

Det ser komplicerat ut och ar det ocksa!

For en forlustfri ledning har vi 4(s) = s/luoch Z. = /L, / C; , bada rent reella. Uttrycken
for V(z,s) och I(z,s) ar oftast for komplicerade anda for att man ska kunna hitta motsva-
rande tidsuttryck v(z,t) och i(z,t).

H o - 1
Vi maste serieutveckla % - 1+k+k2+k3+..

Z
c -sz/u -2sT+sz/u -2sT- sz/u
V(z,s) = V(s —[ + e +I I e +..]
( ) g( ) Zg(S) +ZC L gL
spanning in pa forsta framdt- forsta bakdt- andra frandtgiende vagen

| edni ngen
osVv

T=1/u loptid pa | edni ngen

Genom utveckling av det allménna uttrycket for V(z,s) har vi fatt fram ett antal span-
ningsvagor pa ledningen. Vi fick samma resultat med rum-tid-diagrammet tidigare.

| stallet for att serieutvecka kan man berakna delvagorna direkt:

Vanlig spanningsdelning vid ingdngen pa ledningen Vy = V,(s)Z./(Zg + Z.). Séattin ut-
bredningsfaktorn e=s#/" for forsta framatgdende vag = V/ (z,8) = Vo e—5%/"

Forsta bakatgadende vag: Reflexion vid lasten. T, ganger infallande vags varde vid z

= (. Utbredningsfaktor e—*(¢~2)/" = ny ““framatgaende” v&g med koordinaten (¢ - z) raknat fran
lasten.

Vl_ (Z, S) — FLVT(Z — e) e—s((—z)/u — FLVOe—sZ/u e—s((—z)/u = TI'LV, e—QST—f—sz/u
som ovan.
Nasta delvag, andra framatgaende vagen, efter reflexionen vid z = 0:

Vi(z,8) = DgVi(z=0)e /" = [, Vye T—52/0 o5y,

I rum-tid diagrammet ser man vilka vagor som finns vid en viss tidpunkt.

OBS 1! Stromvagen reflekteras med faktorn -I" varje gang.

OBS 2! Den reflekterade vagen uppkommmer i samma dgonblick som den infallande
vagen kommer fram.

Vid lasten har vi t.ex. for t=T: V{ (¢,5) + V{ (¢,5) = [ 1 + TL(s)] V] (¢, 5)

Alla Laplaceuttryck for V och | ska sedan 6versattas till motsvarande tidsuttryck.

En puls med bredden = pa ingdngen kan man behandla som ett steg 1/s féljt av ett lika
stort negativt steg efter tiden 7! Om pulslangden ar storre an I6ptiden T pa ledningen,
kan man fa problem med 6verlappning. D& kan det vara battre att Laplacetransformera
hela pulsen.
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1.2.6 Ledningar med begynnelseenergi *

- y : L, L L
Begynnel seenergi innebér att vi har e _om
strom genom i ndukt anserna_och | add- R B
ni ng pa kondensatorerna | &ngs | ed- G T o a1

ni ngen nar vi borjar. Vi behand ar
bara fallet med begynnel sel addni ng
och forlustfria | edningar.

t=0 _ My M
+ —0 " o) Ledni ngen &r uppl addad till
v spanni ngen Vo. Vid t=0 slutes
R R Vo RyT brytaren. Beréakna Vg
I o
z=0 z=/

Vi kan anvanda slutningssatsen for att berdkna andringar i strommar och spanningar.
Satsen séger att vi ska koppla in en spanningskalla med storlek = den spanningen som
skulle ha funnits dver brytaren, om ingen slutning skett, d.v.s. ;. Polariteten ska vara
sadan att kallan ska skicka strom &t samma hall genom brytaren som V, skulle gora.
Alltsa enligt slutningssatsen:

Vo
aY
+ \U—=© & Ledni ng ut an begynnel sespénni ng
AVg R Av, R, T Denna figur ger &ndringarna
| e fo)
z=0 z=/

Totalt far vi spanningen dver resistansen R Vg (t) = Vgr(t <0) + AVg(t). AVg(t) be-
raknar vi ur figuren ovan med hjalp av ledningsteori.

[Cheng: Field and wave electromagnetics har ett avsnitt 9-5.3 om ledningar med begyn-
nelseenergi. Dar finns ocksa ett problem, P9-38, till detta avsnitt.]

1.2.7 Flera ledningar*

Antag att vi har tva seriekopplade forlustfria ledningar med olika karakteristisk im-
pedans Ry och léptid T, se fig.!

r roor r

-9 A A B.

o 19 ~7

A B

Roww T1 Rozr T2 Z
o 0 O
° - - = R — R

Vagen V{ som kommer in till punkt A reflekteras dar med en faktor I'y" = R02 n Rm
02 01

— Ro2 utgor belastning i punkten A. —
'y’ Vi blir en bakatgdende vag pa ledning 1.
Den totala vagen i A blir nu V| +V; = (1 +T7)V7.
(1 +Ty) Vi dér vidare in pa ledning 2. Vid lasten reflekteras den med faktorn
_ ZL — Roz
Zr, + Roa
Bakatgéende vag pé ledning 2 blir nu I's(1 + T'y) V
I punkten A sker sedan en reflexion med faktorn I'y". Belastningen i A blir nu Ry; och
r— _ Ro1 — Roo
A 7 Ro1 +Roz
'y (1 +T5)V] blir ny framatgéende vag pa ledning 2.
In p& ledning 1 far vi en bakatgdende vag (1+ 'y )I'p(1 +T3) V]

I's

Man far rita ett rum-tid-diagram for vardera ledningen for att kunna hélla reda pa span-
ningskomponenterna och de tider de blir fordréjda pa resp. ledning.
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1.3 Stationar sinus - Smithdiagram

Ett alternativ till att anvanda jw-metoden och rdkna analytiskt ar en grafisk metod, det
s.k. Smithdiagrammet. Man ritar reflexionskoefficienten I" i det komplexa planet, I, efter
realaxeln och T; efter imaginaraxeln. Eller i polara koordinater beloppet av I" — blir en
cirkel i diagrammet for forlustfria ledningar — och fasvinkeln for T

1.3.1 Impedansdiagram - Harledningar

For en forlustfri ledning ar karateristiska impedansen Z. = Ry, rent reell. Den komplexa
reflexionskoefficienten for spanning vid lasten T, kan skrivas

i8 Z - z -1
F=DFLDer=Fr+jri=ZLl%= Ll (1)
L+% ZL+

L

I';, har skrivits bade som belopp och fasvinkel och som real- och imaginardel i ekv.(1).
Lastimpedansen Z;, har normerats med avseende pd Ry. Zi, delas ocksa upp i real- och
imaginardel:

71, = ZL/RO = RL/RO +jXL/RQ = Iy, +jXL

I en godtycklig punkt z pa ledningen har vi reflexionsforhallandet uttryckt med hjalp

aVIL:
\/~ Z 2 _I

For en forlustfri ledning ar |I'(z)] = [T ] = konst < 1. Det ar sdledes bara punkter pa
och innanfor |T'| = 1-cirkeln, som &r intressanta i det komplexa I'-planet!

Vi kan rakna mer generellt, inte bara vid lasten. Vi slopar darfér index L i g, och xg,!

Uttryck nu r och x som funktion av I, och T; och rita in i det komplexa I"-planet!
r = konstant och x = konstant visar sig bli cirklar i det komplexa I"-planet.

Alla r-cirklar ligger inom |I'|=1-cirkeln. r=0-cirkeln har radien 1, d.v.s. ar identisk
med |T'|=1-cirkeln. se fig. t.h. nedan! Alla r-cirklar gar genom punkten I" = (1,0),
likasa alla x-cirklar.

K r

oro=1 x>0 (induktivt)

ar r=0
N\ . -

x<0 (kapacitivt)

Komplexa I"-planet Komplexa I'-planet med
Diagram med rektangulara cirklarnar=0 och r=1 inritade
och polara koordinater

Bara delar av x-cirklarna finns inom |T'| = 1-cirkeln. Alla x-cirklar gar genom punkten
I' = (1,0). Realaxeln representerar x=0-cirkeln. 1 évre halvplanet ar x > 0 d.v.s. induktiv
impedans, i det undre ar x < 0, kapacitiv impedans.

x-cirklarna &r inte utritade i fig. ovan av rittekniska skal. Langst bak i detta hafte och i
Cheng finns fullstdndiga Smithdiagram.
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Att lasa av impedanser i Smithdiagrammet

Skarningen mellan en r-cirkel och en x-cirkel representerar en viss normaliserad last.
En forflyttning efter ledningen i riktning mot generatorn motsvarar en forflyttning
medurs langs med cirkeln med radien |I'; | och medelpunkten i origo i I'-planet,
darfor att

M(z) = uere“” L1 280z-1)

Eftersom z avtar, nar vi rér oss mot generatorn, kommer fasvinkeln i det komplexa planet
att minska. Vi ror oss saledes medurs mot generatorn i Smithdiagrammet.
En forflyttning pa M2, d.v.s. £ - z = M2 medfor att exponenten blir j25(-\2 = -j27. Saledes

M2 p& ledningen motsvarar ett varv i Smithdiagrammet! ‘

Omkretsen i diagrammet ar darfor graderad bade i grader och vaglangder.

I en godtycklig punkt z pa ledningen kan vi i analogi med ekv.(1) ovan skriva
_XA2)-R _z(z)-1
"(2) = 72+ R, ~ 2(2)+1 (2)
dar Z(z) = inimpedansen pa ledningen sedd vid koordinaten z, se fig. nedan! Vi kan lasa
av den normerade inimpedansen direkt i Smithdiagrammet!

e} O

Vg Z(z) — z

O

Exempel: Vi loser exempel 1-8 i Exempelsamlingen med Smithdiagram!

En forlustfri kabel med luft som dielektrikum har karakteristiska impedansen 60 2. Ka-
beln &ar belastad med impedansen (40-j20) Q. Frekvensen &r 100 MHz. Hur lang ska
kabeln vara for att inimpedansen pa kabeln ska bli rent reell? Vilket varde far denna
reella inimpedans?

o .
Zi, ~ Z.=60 Q ZL=40-j20 Q
o .
z=0 z=|

Lo6sning: Normera Z;: zp, = (40-j20)/60 = 0,667 - j 0,333 = r-jx
Ga in i Smithdiagrammet, dar cirkeln r=0,667 skar cirkeln x=-0,333 (x<0 i undre halvpla-
net). Blir punkten Py, se skiss av diagrammet!

Ga fran Py radiellt ut till periferin. Markera utgangslaget pa vaglangdskalan dar! Ga
sedan medurs mot generatorn pa cirkeln |I'.| fran Py till realaxeln! — P& realaxeln i
diagrammet ar x=0 och Z;, rent reell. — Man far tva majligheter. Att ga till punkten Py
pa negativa realaxeln eller till punkten P, pa positiva realaxeln.

I P, laser vi av r = 0,57 och x=0. Pa vaglangdsskalan laser vi 4 ~ 0,079\. | punkten P,
blir r = 1,75 och 4, ~ 0,329). Vaglangden blir har 3 m s& vart resultat blir

Ziy1 =60- 0,57 =34 Q for £, =0,24 m resp. Zj,o =60- 1,75 =105 Q for £, = 0,99 m.
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1.3.2 Staendevagforhallande

Vi har tidigare berdknat V., och V., pa ledningen. | en maxpunkt ar I = +|T'], d.vs.
en punkt pa positiva realaxeln. | en minpunkt & I' = -]T"]. Se ber&dkning pas. 3!
I Smithdiagrammet har vi maxpunkten Py, dar cirkeln med radien |I'; | skér positiva
realaxeln och minpunkten P,,, dar cirkeln skér negativa realaxeln, se fig. nedan!

|

Att bestamma s i diagrammet:

I maxpunkten galler z(Py;) = r. (x=0 pa realaxeln) Satt in detta i ekv. (2) pas. 11:
Vi far I'(Py) = (r-1)/(r+1) ~ (3)
Staendevagforhallandet

VO 1+070 s-1

S = — = eller onvant ofo= ——  (4)
VO, 1-do s+1
I maxpunkten galler att T =|T']. Vi kan darfor skriva ekv. (4) som I'(Py) = (s-1)(s+1) (5)
Jamfor nu ekv. (5) och (3)! Slutsats:

Vi kan lasa av stdendevagforhallandet s genom att lasa pa r-skalan
i maxpunkten Py i Smithdiagrammet!

Bra losta ex i Cheng (Engineering electromagnetics): Ex 8-7, 8-8

1.3.3 Admittansdiagram

En M4 1&ng forlustfri ledning fungerar som impedans-transformator. Z, .4 = R3/Zy, eller
normerat zj, x4 = /2y, = yL.

M4 motsvarar ett halvt varv i Smithdiagrammet. Vi kan saledes lasa av den normerade
admittansen genom att flytta till den diametralt motsatta punkten pa |T'|-cirkeln!

Den mormerade admittansen skrivs y;, = Y1./Ro = g + jb. Tecken pad b star utskrivet i
Smithdiagrammet. (b>0 i dvre halvplanet)!

Exempel: For zp, = 0, d.v.s. en kortslutning (r=0, x=0), laser man av diametralt motsatt
yL = o0, se fig. nedan!
r=0

ZL:0 ! yL:oo
kort sl ut ni ng

Bra losta ex i Cheng: Ex 8-8, 8-10.
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1.3.4 Anpassning

Man vill normalt ha s=1 pa ledningar, d.v.s. ingen reflekterad vag. Detta uppfylls for
forlustfri ledning om Zy = Ry.

Anpassning kan t.ex. ske genom inkoppling av en extra ledning pa lampligt avstand d fran
lasten. Den extra ledningen ar normalt kortsluten i sin belastningsanda. En kortsluten
ledning har en rent imaginar inimpedans z, = jx = jtang{, dar x ar positiv eller negativ
beroende pa ledningslangden /.

a/ Parallell-kopplad ledning:

Réakna med admittanser i Smithdiagrammet!

Vi vill anpassa en ledning med karakteristiska impedansen Ry avslutad med admittansen
yr, med en parallellkopplad ledning pa avstandet d fran y;,. Den extra ledningen har
samma karakteristisk impedans Ry och langden /, se fig.! Bestam d och ¢!

For anpassning vill vi ha Y;, = 1/Rq. Ur figuren fas inadmittansen pa ledningen alldeles
fore inkopplingspunkten Y;, = Yg + Y, = 1/Rq. Yp = inadmittansen pa resten av led-
ningen alldeles efter inkopplingspunkten. Y, = inadmittansen pa den parallellkopplade
kortslutna ledningen. Normerat far viy;,, = yg + ys = 1.

1/ Vvaljd, sdattyg =1 + jb, med b positiv eller negativ, d.v.s tva fall. Las av langden d
uttyckt i vaglangder pa periferiskalan i diagrammet for vardera fallet (d; resp. dy)!

2/ Valj darefter den kortslutna ledningens inadmittans y, = -jb. Ga in i Smithdiagram-
met pa kortsluten last och avlas langden ¢ uttryckt i vaglangder, sa att y, = -jb. Till
vardet d; far man langden ¢4, till d, langden 45.

Bra lost exempel: Ex 8-11 i Cheng.

b/ Seriekopplad ledning:

Réakna med impedanser i Smithdiagrammet!

Anpassa genom att koppla in en kortsluten ledning i serie med den ledning man vill an-
passa. Berakning sker som for parallellkopplad ledning, men nu laser man impedanser i
stallet i Smithdiagrammet.

1.3.5 Smithdiagrammet - sammanfattning:
Forlustfri ledning

x>0, b>0
r=0
z, =0 Z =w
(kort sl ut ni ng) | (6ppen | edni ng)
x<0, b<0

nmot generat or n™\

Normera: Impedans z =Z/ Ry =r + jx; admittans y = Y/ (1/ Ry) =g + jb.
Rékna konsekvent med impedanser (admittanser) i diagrammet! Ga till den diametralt
motsatta punkten pa |I'|-cirkeln, om du behdver byta till admittans (resistans).

Forflyttning medurs pé cirkel, radie = |I' L] och medelpunkt i origo, motsvarar forflytt-
ning pa ledningen mot generatorn.

Ett varv i diagrammet = \/2 pa ledningen.



Kapitel 2
Vagledare

Vid hogre frekvenser (~ 10° Hz) blir forlusterna pa transmissionsledningar alltfor stora.
Man anvéander i stéllet ror av gott ledande material. Vagutbredning sker i luften (eller i
dielektrikum) i réret. Vanligast ar rektangulart tvarsnitt pa vagledaren.

Ideal vagledare: ¢ = co och E = 0, H = 0 i metallvaggarna.

2.1 Vagledare med rektangulart tvarsnitt
2.1.1 Ideal rektangular vagledare

X
Ut bredni ng sker i z-led y el
i vagl edaren. Losni ngarna a~. o
i nnehal | er faktorn —
e 1Pe? gar By &r utbredni ngs- b
konst anten for vagl edar en z
az=b

(index g=guide - vagl edare)

Vi far vagutbredning, om 3, ar reell.

Bgz;rm = (w/C)Z- (mﬂa)z- (nrr/b)zz(wlc)z_ hin

Bg blir reell for |wW>wW, «f m

=cyf(mia)®+(nwb)? = ch,

= A mn=012...
f utofr m= Oréansfrekvens

c=ljushastigheten i materialet i vagledaren

a. TE-vagor - transversellt E-falt, EL z - _
Losni ngarna blir av formen E ~ cos(mwx/a) sin(my/b) e P?

E, ~ sin(mmw/a) cos(nmny/ b) e B2
TE.., olika m och n ger olika moder. TE;q ar vanligast.

OBS! Beteckningen TE,,,: forsta index hor ihop med den storsta sidan i vagledaren (a).
m eller n kan vara O fér TE-moder.

Dominerande mod: mod med den lagsta gransfrekvensen ‘

Exempel pa moder:

TE,, noden (n¥1l, n=0) TE,, noden (m2, n=0)
E =0 Ey ~si n(Tx/ a) E =0 Ey ~si n(2mx/ a)
y E . Y E X

Randvillkor vid x=0 och x=a: E; = 0 (metallvaggar)
m + 1 &ar antalet nollstéllen for E,-faltet i x-led.

14
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I Formelsamlingen i Elektromagnetisk faltteori finns uttryck for falten HY for TE-
vagor och E? for TM-vagor. Ovriga komponenter av falten fa&r man genom insattning i
formlerna strax ovanfor i formelsamlingen.

Ansats for TE-noden: Hg = Ccos % cos %

(se For el sam i ngen)

Ovre index star for z=0, d.v.s. utan z-beroendet e 57,

TE,.,-moder: m eller n kan vara noll.

b. TM-vagor (H12)

Ansats for TMnoden: EO = Csin ™ sin

Ny
a b

(se Formel sam i ngen)

Tmn-moder: varken m eller n far vara 0. Allafalt=0d&

Fas- och grupphastighet for vagledare

2

Vfasrm= o‘yBgrm c

= dw/ dB

\ \ -V =
grupp mn fasmm " gruppmm

gal ler speciellt for
vagl edare, c=ljus-
hast i ghet en

2.1.2 Sma forluster i vagledare / transmissionslinje

I praktiken har man inte forlustfri 6verforing, utan vagorna dampas. Av vagledaren
overford effekt i z-led varierar som

-2 . .

P(z) = Pye “* dar danpningen o fas av Ptort ust
3} —_—

o = Proriust/ | @ngdenhet i z-led P

2P0 Ptori ust

dar Pgsouse = varmeforluster i vagledarvaggarna eller transmissionslinjen.
Py = dverford effekt — raknad i det forlustfria fallet.

1/ Berakna E och H i det forlustfria fallet (Fornelsaningens
i ksom overford effekt P, former)

2/ Anvénd RV vid vagl edarvaggarna J = nxH for att fa
ytstrontatheten J_ i vaggen.

Ef f ekt per ytenhet %RSELTSDZ ska sedan integreras oOver resp.

vagl edarvaggs yta (fyra véaggar) for Proriust: VI har inget
z-beroende i P, .- Rakna per |angdenhet i z-1led.

1 .
R= — = ytresistansen.
s 0d y

2.1.3 Allmént om grupphastighet

Fashastigheten vg,s = w /3 ar oberoende av w for plana vagor i forlustfria material, ty

B = wy/ue.

I material med forluster, for transmissionsledningar och vagledare blir v, fre-
kvensberoende och dverforda signaler distorderas. Se Cheng 7.4!

[For en transmissionsline med sma forluster blir dock v, ~ konst.]
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Normalt bestar 6verford information av ett litet frekvensomrade, "vagpaket”, nara en bar-
vag av hog frekvens. Paketet dverfors med grupphastighet

_ 1 . _
Vgrupp - W% J Vias ~ W/ B

Vgrupp Kan vara mindre an eller storre an vg,.
Speciellt for vagledare galler | VgpyppVias = €2
Se ocksa berékningen av energitransporthastighet = vy, i Uppgift 2-7 i exempelsam-

lingen! Det finns 16sning till 2-7 i haftet Ledningar och lésningar!

2.1.4 Utbredning mellan parallella plan

Anvand fornel sam i ngens forn er
for rektangul ar vagl edare ned
ansats utan variation i x-Iled!

y

.
2.1.5 Rektangular halrumsresonator

Genom att satta metallvaggar vid z=0 och vid z=d i en rektangular vagledare far man
en rektangular halrumsresonator. Randvillkoren i z-led leder till stdende vagor av typen
cosfz eller singz i z-led. Resonatorn erséatter den vanliga LC-resonanskretsen t.ex. i filter
vid hoga frekvenser. Halrumsresonatorn har hogt Q-varde, vilket ger en liten bandbredd.

Resonansvi nkel f r ekvens a

mrmp:c\/(mT/a)2+(nrdb)2+(prr/d)2' b

TEmnp-mod: m eller n far vara 0, men p+#0
TMunp-mod: mz£ 0 och n # 0, men p far vara 0.

| uppgift 2-6 i Exempelsamlingen beskrivs hur man gor en resonator av en ideal vagleda-
re. Beteckningen pa moden, t.ex. TE.,, beror vilken sida a, b eller d man betraktar som
"utbredningsriktning”.

Falten i halrumsresonatorn maste beraknas med Maxwellekvationerna. Formelsamling-
ens falt for vagledare gar bara att anvanda tillsammans med ratta randvillkor, om man
radknar som i 2-6 i exempelsamlingen t.ex.

Pa sidan 14 i Formelsamlingen finns beskrivet hur man far falten i halrumsresona-
torn!
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2.1.6 Beteckningar for olika typer av vagor

Véagutbredningsfaktorn e=7* och v = « + j3 forekommer i vara vagor, likasa impedansen
Z. Observera att vi har olika v och Z for de olika typerna av vagor.

1/ Plana vagor: y = ‘/j WU 0+ we)

E _ j wu

H O+] WE
y

och vagi npedansen Z =

2/ Vagor pa ledning: v ..~ \/(RI +jwl) (G+j wq)

e _ RHjaw, y¢*
karakteristisk inpedans Z = — = —
q+j WG |

3/ Forlustfri rektangular vagledare

B,= J(wc)z- (v a) %~ (17 b)>

Man kan ocksa inféra en speciell vagimpedans for vagledare, Zrg resp. Zru. Vi anvander oftast
Formelsamlingens formler for E och H i stéllet.

4/ Vifar ocksa olika uttryck pa ., ag och 3, for de olika vagledartyperna: rektangu-
lar enligt 3/ ovan. Uttryck for cylindriska resp. dielektriska vagledare behandlas i
foljande avsnitt!

Med beteckningen §; och Z; avses 5y = w./f€o 0ch Zy = \/po /€0 , d.v.s. de uttryck
man har for plana vagor i fri rymd.
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2.2 Vagledare med cirkulart tvarsnitt

2.2.1 Cirkulara vagledare

Véagutbredning sker inne i dielektrikum (luft) i ett cylindriskt metallrér med innerradien
a. Viraknar med ideal metall (E=0 i metallen).

a|
[ 4

Vagutbredning i z-led: utbredningsfaktor e=7* eller for forlustfri utbredning e7%%. Vi
borde egentligen skriva -,z resp. -j3,z i exponenten. For enkelhets skull slopas index

g = guide. Vi vet att det blir olika utbredningskonstanter for plana vagor, ledningar
och véagledare!

Losningarna for vagledaren med cirkulart tvarsnitt blir nagot mer komplicerade an vid
rektangulart tvarsnitt. Man far Besselfunktioner for variation i r-led och cosinus (eller
sinus) for variation i -led i tvarsnittet. Utbredningen delas upp i tva fall: TM och TE
som for rektangulara vagledare.

a. TM-moder
TM-moder har enbart E_-faltet i z-led:

E(r.0.2) = E(r,¢e’” @ K

Ansats for TM noder: 'Eg(r,cb) = CJ (hr) cos n¢

C, ar en konstant med dimensionen V/m, J, Besselfunktioner av forsta slaget och
ordningen n, dar n &r ett heltal. Ovriga faltkomponenter blir

-'Ef(r,q)) = - %Cn\]r'](hr)coan)
E9 (r.0) = % C.3_(hr) sinng
1H (r.¢) = - jr:grsn C J. (hr) sinnd
Hg (r,¢) = - Jhﬁ CJ. (hr) cosn¢

HO =0

dar 3% = (w/c)? — h” . Vardet pa h bestams av randvillkor vid r=a: E; och H, méaste vara
noll vid ideal metall. Har: E, =0 (ocksa E,, och H,) vid r=a, d.v.s. Jn(ha) =0ger hry

Nollstallen for Besselfunktioner

I Beta finns nollstallen fér J,, och derivatan J,. Vi betecknar nollstéllena till J, med X,
och nollstéllena till J;, med x;,,, darp=1, 2, 3 osv.

Xo1 = 2,40; X2 =5,52; x1; = 3,83 t.ex. Nollstallet x=0 ar inte intressant som lésning.

For TM-vagor far vi saledes hry,,a = Xo1 = 2,40 ; hryg,a = Xo2 = 5,52; hry,,a = X1 =
3,83.

TM;p-modernas index

Forsta index n betecknar antal helperioder i p-led; index p betecknar antal halvperio-
der i r-led.

Kan ocksa uttryckas som n = (antal nollstéllen - 1) i -led och p = (antal nollstallen - 1)
i r-led. Undantag fér n=0.
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Gransvinkelfrekvenser
3 méaste vara reell, d.v.s. 32 > 0 fér vagutbredning. Gransvinkelfrekvensen w. bestams ur
3% = (welc)? - h?2 = 0. = w. = hcoch f. = he/2m = h/2m/Jie .
Lagsta gransvinkelfrekvensen fér TM-vagor har TMy;-moden:
WeTM, = hrmg, ¢ = Zoic/a = 2,40c/a
b. TE-moder:

TE-moderna har enbart H_-faltet i z-led.

H(r. ¢.2) = HO(r, ¢) e’ ®

Ansat s for TE- noder: Hg(r,cb) = Cr']Jn(hr) cos n¢

C!/ ar en konstant med dimensionen A/m, J, Besselfunktioner av férsta slaget och
ordningen n, dar n &r ett heltal. Ovriga faltkomponenter blir

-H?(r,q)) = - %Cﬁ Jr'](hr)coan)
HO (1.9) :%q‘ 3 (hr) sinng
1E(r,9) = % C'J_(hr) sinno

—~~
=
-
~

1

o L
Jh—“Cn J. (hr) cosn¢

dar 8? = (w/c)? — h?
Vardet pa h bestams av randvillkor vid r=a: E; och H, maste vara noll vid ideal metall.
Har ar E, =0 (och H,) vid r=a, d.v.s. J/(ha) =0 ger hrg

Néagra nollstallen till 3/ (ha): x;, =3,83; x}; =1,84; x}, = 3,05.
Den lagsta gransvinkelfrekvensen for TE-vagor har TE;;-moden:
We TE;;1 — hTE11C = Xlll C/a’
Denna gransvinkelfrekvens ar lagre &n TMy;-modens gransvinkelfrekvens. TE;;-moden
ar saledes dominerande mod!

TE,p,-modernas index
Forsta index n betecknar antal helperioder i p-led; index p betecknar antal halvperioder
i r-led.

Kan ockséa uttryckas som n= (antal nollstallen - 1) i ¢-led och p = (antal nollstallen) i r-led.
Undantag fér n=0.

Sammanfattningsvis:

ha = nollstéllen till J, for TM-moder resp. J!, for TE-moder ‘
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2.2.2 Cirkular halrumsresonator

Genom att satta metallvaggar pa avstandet d i z-led i den cylindriska vagledaren, far
man en halrumsresonator. Det blir staende vagor av typen singz eller cosgz i z-led p.g.a.

randvillkoren vid z=0 och z=d.
a
O Z
d

Resonansvinkelfrekvenser

TMypq-moder:

X 5 g 2' n=20,1,2,
- Znp. p =123,
res TM a =0,1,2
© npq - ( * ( d ) q
TE,pq-moder:
1 n=20,1,2,.
anl 2 qT[ 2 _ 1 ’ 1
= —F e R p=1223,..
res TE a =1,2,3,.
Ceste, . (=) "+ (AP P

TMyg1o har den lagsta resonansfrekvensen for TM-moder. TE;;; har den lagsta resonans-
frekvensen for TE-moder.
Vilken av dem som blir dominerande mod beror pa forhallandet d/a.

2.3 Dielektriska vagledare

I en dielektrisk vagledare sker vagutbredningen dels i ett dielektriskt material och dels
som en ytvag i luften utanfér vagledaren. Vi studerar utbredning i z-led i en tunn die-
lektrisk skiva , som ar oandligt utstrackt i x-led.

y
1 /X

d| di el ektrisk skiva My & -

z

Vagutbredningsfaktorn e=7# blir e=7## for forlustfritt dielektrikum. Index g i v, och
B har slopats. Faktorn e=7%2 ingar i alla falt, bade i dielektrikum och i luften utanfér
vagledaren!

2.3.1 TM-vagor
1. Inledning

TM-vagorna har bara E,-komponent
- = -j Bz
E(y) = E)(y) e
Differentialekvationen for E? blir

d’E? (y)

a0y 2 + thg(y) =0 rmed h? = w’ue - B2
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Ansats for E i dielektrikum:

=0 _ ,

E;(y) = Esi nkyy + E cos kyy oyo<d/ 2
och for falten i luften utanfor skivan:

E0(y) = e " ys a2

B(y) =G

k, ar utbredningskonstant i y-led och o ger ddampning i y-led av vagorna i luften utanfér
den dielektriska skivan. Index u, ¢ i amplituderna C, resp. C,, star for upper resp. lower.

a(y+d/ 2
e (y )

y<-d/ 2

2. Dispersionsrelationer

Samband mellan utbredningskonstanterna

2
k§=u)2ud€d—B2=hd (1) index d star for dielektrikum
2 2 2 . o i
a = B w2u080 =- h, (2) index O star for luft

Uttrycken (1) och (2) kallas dispersionsrelationer, darfor att g inte ar linjart beroende
av w. Olika frekvenser utbreder sig med olika fashastighet, s.k. dispersion.
For plana végor i forlustfria material har vi linjart beroende: 3 = w ,/ze. Ingen dispersion da.

Ekvation (1) och (2) adderade blir
2,,2 2
a +ky =W (Hdsd' quo) (3)

3. Ytvagor

Vagorna utanfér skivan kallas ytvagor. De utbreder sig i z-led och dampas (snabbt) i
y-led. Det &r inga plana vagor. Vi har réknat pa sadana vagor i kursen Elektromagne-
tiska falt. Se t.ex. uppgift 12-3 och 12-17 i Exempelsamlingen! En ytvag transporterar
effekt i z-led, men ej i y-led! Véagen kallas ytvag, eftersom den ar bunden till ytan pa den
dielektriska skivan. Mer om detta senare i ett Lost Exempel.

4. Falt och karakteristiska relationer for TM-moder

Man delar upp TM-moderna i tva fall udda och jamna. E,, innehaller sink,y resp. cosk,y,
som &r udda resp. jamn funktion.

4a. Udda TM-moder

Falten i den dielektriska skivan blir —index o =odd i E,

EO(y) = E,sinkyy
o (yy = . 1B

- Ey (y) = Ky E, cos kyy yo<d/ 2
- ] wg

_Hg(y) = E_ cos kyy

Randvillkor pa& E? vid z=+d/2 ger amplituderna C, och C, pa falten i luften utanfor skivan.
Randvillkor pa HY vid z=d/2 ger detta samband:

ky d
g4 "y an —2

udda TM noder (4)
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Grafisk bestamning av « och k, for udda (och jamna) TM-moder

Ekvation (3) och (4) ger oss varden pa a och k for en viss vinkelfrekvens. Man kan l6sa
ekvationerna grafiskt.

Multiplicera ekv. (3) med (d/2)?! | ett diagram med (ad/2) som funktion av (k,d/2) repre-
senterar da ekv. (3) en cirkel med radien r = w\/iqeq — poco - d/2. Vi ar bara intresserade
av positiva « och k,, s vi ritar bara en kvartscirkel.

Multiplicera nu ekv. (4) med d/2 och rita in i samma diagram. Skarningspunkter mellan
kurvorna ger varden pa (ad/2) och k,/d/2) for udda TM-moder. Ekv. (1) eller (2) ger se-
dan tillhérande 5. En skiss av sambandet visas i diagrammet nedan. Kurvor for jamna
TM-moder (enligt avsnitt 4b) finns ocksa inlagda i samma diagram.

ad/ 2

TMudda TM am TMUdda
radien i cirkeln

12
r = o(Hy&y - HoE) - d/I2

. ; . kyd/ 2
w2 W 3w2

Forsta skarningspunkten TM 44, med n=1, andra TM ., ned n=1, osv
G afisk | 6sning av ekv. (3) och (4).

4p. Jamna TM-moder

Falten i skivan blir — index e=even i E.

E0 (y) = E,coskyy
B0y = 1B g g
- Ey(y) =% E, si nkyy yo<d/ 2
- ] wg ,
_Hf(y) iy E,sinkyy
Randvillkor ger nu
a =- s_d yCO 5 j ama TM noder (5)

Ekvation (5) ar ocksd inritad i («d/2) — (k,d/2) -diagrammet ovan! Radien blir samma som
for udda TM-moder.

2.3.2 TE-vagor
1. Ansats for TE-vagor

TE-moderna har bara H,-komponent.
Ansats for HY i skivan

HS(y) = H Si nkyy + Hecoskyy yo< d/ 2

2. Dispersionsrelationer

Dispersionsrelationerna blir samma som fér TM-vagor ekv.(1) och (2) ovan.
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3. Falt och karakteristiska relationer for TE-moder

3a. Udda TE-moder

Falten i den dielektriska skivan blir

HO(y) = H sinkyy
| B

—

Ky

Ky

Randvillkoren ger

_ Ho kyd
a = I, kytan -

3b. Jamna TE-moder

- _
Hy (y) = - T— Hcoskyy yo<d/ 2

- ) ol
I EO(y) = - H cos kyy

udda TE-noder (6)

Falten i den dielektriska skivan blir

HO (y) = H,cos kyy
oy = 1B s
- Hy(y) =% H, si nkyy yo<d/ 2
- j wp .
| EX(y) = 5 H, si nkyy
Randvillkoren ger sambandet o — k,
ky d
a =- % ky cot yT j ama TE- noder (7)

Grafisk bestamning av « och k, for udda och jamna TE-moder

Den grafiska l6sningen av ekv. (3) och (6) for udda resp. ekv. (3) och (7) for jAmna TE-
moder liknar den for TM-moderna. Enda skillnaden ar konstanterna ¢ i ekv. (4) och (5)
for TM-moder bytts mot p i ekv. (6) och (7) fér TE-moder.
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2.3.3 Gransfrekvenser

Félten i luften utanfor skivan dampas med konstanten a. For t.ex. TM-vagorna har vi fér
y>d/2 enl.s. 21 El(y) = C e *0=4/2)

Nar dampningen o gar mot noll, blir vagen i luften inte langre bunden till skivan. o =0
= [ = wey/Ho€o 0Ch Ky = wey/ptgeq — pro€o , dar w. = gransvinkelfrekvensen.

Ekvation (4) och (5) med a = 0 ger w,. for TM-moder, ekvation (6) och (7) ger w, for TE-
moder. Uttryckt som gransfrekvens far man

fc0 = n-1 udda TM och TE- noder
dy g€y~ Hp &
f = n-1/2 j ama TM och TE- noder

“ dy g€y~ Ho€g

Lagsta gransfrekvens f. = 0 har vi fér udda TM- och TE-moder med n=1. Utbredning sker
i TM; eller TE;-moden oberoende av plattans tjocklek.

Nar f 6kar fran f. kommer « att 6ka och vagen i luften dampas alltmer i y-led. Vi far en
s.k. ytvag. Vagen koncentreras mer till den dielektriska skivan.

medn=1,2,3..

Exempel: Antag att en vag, t.ex. av typen TMqq., Utbreder sig i en dielektrisk skiva av
tjockleken d. Skivan har p, = 1 och ¢, = 2,56. Bestam det avstand § pa vilket ytvagen i
luft har dampats till 1/e av vardet vid y=d/2, om skivan ar mycket tjock!

Losning: For en mycket tjock skiva galler att 8 ~ w,/jiqeq. — Vagutbredning i stort
omrade med homogent material. — Ekv. (2) ger nu

a =~ wy\/iged — foeo = (w/c)y/ (paea / poco) — 1= (27/Xo)Ver — 1

Da blir intréangningsdjupet § = 1/a = /271,56 = 0,13)\. Ytvagen dampas snabbt i
y-led!

Man sager att vagen ar tatt bunden till den dielektriska skivan for en mycket tjock
skiva.

Om skivan daremot ar mycket tunn blir vagen 16st bunden till skivan.

2.3.4 Dielektrisk skiva pa metallplan
En dielektrisk skiva med tjocklek d’, vilar pa ett metallplan, belaget vid y=0, se fig.!

y
1 /X

d| diel ektrisk skiva My &
et ar]

-z

Antag att metallen ar ideal. Randvillkoren vid y=0 blir d& E;(y=0) = 0; H,,(y=0) = 0; Kolla
uttryck for falten i skivan for TM-vagor och for TE-vagor! OBS! y=0 ligger mitt i den
dielektriska skivan i vara tidigare uttryck!

1/ Udda TM-moder: Tangentialkomponent till metallen (% och 2): E; = EY, vilket blir
0 for y=0, se s. 21. Inget H-falt i normalens riktning. d.v.s. y. Randvillkoren &ar uppfyllda
for y=0! Det ar alltsa majligt att lagga metall vid y=0, utan att falten for y > 0 andras!.
Udda TM-moder kan alltsa 6verforas! Vi far da en d/2 tjock dielektrisk skiva med metall.
Var skiva ar dock d' tjock. Byt d/2 mot d’ i formlerna for y>0 for udda TM-moder!

2/ Jamna TM-moder: E; = E?, vilket # 0 for y=0, se s. 22. Det gar alltsa inte att
lagga metall vid y=0. Ingen jamn TM-mod kan 6verforas!

3/ Udda TE-moder: H, = H) # 0 for y=0, ses. 23. Ej mojligt med denna mod!

4/ Jadmna TE-moder: Koll av randvillkoren vid y=0 visar att dessa moder kan 6verfo-
ras, se falt pa s. 23. Byt ocksa har d/2 mot d’ i formlerna for y>0 for jamna TE-moder!



Kapitel 3

Antenner

Sandarantenner. Tidvarierande laddningar och strommar ger vagor. For att fa stral-
ningen i en bestamd riktning anvander man sig av antenner. Vi studerar forst dipolan-
tennen, darefter andra antenner och grupper av antenner. Sandarantenner kan ocksa
anvandas som mottagarantenner. Mer om detta senare.

Det ar lattast att borja med att berakna vektorpotentialen A fran en oscillerande dipol.
Darefter beraknar man H- och E-falten.

3.1 Oscillerande elektrisk dipol - Hertzdipol

Di pol | addni ngarna +q(t) varierar z

. : ) 1
sinusformat. Vi skriver stromen (1)

i den korta | edaren nell an | add- Mo
ningarna i, =1,cos(wt +a), eller
kompl ext 1 ,=1,el¢ | R
Eftersom i ,=jwg blir dipol monen- Yo

R I

q
tetdd p=2ql =2 -9 | -q(t)
Vi behéver retarderade storheter, dvs i (t-r /c) =
=l cos[w(t-r /c)+a] =1 cos(wt-pr +a) eller konplext
T @lOaiBr — 7 o
I —Ioe e 2=1,e 12
Vagutbredningen sker i luft 8 = wlc.

J(z) A Mg

. - Ho |
Vekt orpotential en AR =/Z\—J. dv, =z — [|—dz, =
i 41 ) Ty 1 4m Jro, 1
A Mool -iBR : : - )
=722 ¢ Pa stort avstand R fran kéllan, R>>1, kan nman rékna ned
4R samma avstand r, = Rtill alla delar av stronfordel ni ngen.

H:[*A/uo och 'E:[*H/jmso ger Hoch E
Approximationer: narzon 3R«1; fjarrzon (vagzon) SR»1 — Kan ocks& uttryckas som R»\.

| vagzonen, R>>\ (och nmed A >>1) far vi falten

_ A J 0l sing  ep I _

HR6,9) = ¢ ——— e + H

(R8.6) = b gl e Ret

— A — / 'o

E(R 6,9 = 86ZH Z,= vagi npedansen _
¢ for vakuum - Ee

= = —%* N — — %

S=ExH = REGH

Det &r inga plana vagor, men TEM-vagor, sa att sambandet H = E/Z, galler i vagzo-
nen! En enklare ansats for E och H, om man inte ar intresserad av antennstorheterna
ar

sinf _; 5 - Konstanten C kan t.ex bestammas ur uppgift
Eg = C—¢ " H,=Ey/Z <an t. A
o R © ¢ 0 /Zo om totalt utstralad effekt fran antennen.

25
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[ Falten i stralningszonen fran en Hertzdipol kan ocksa skrivas

j(")”_o -IBR

HR = 4T[(:Re pxR
- - A J(*)Il-o -iBR . A A A
E(R = Z,H(R xR = Z—= e [R(P-R) - P]

dar p ar dipolmomentets riktning. Denna form kan vara "lattare” att anvanda, da dipolen
inte ligger efter z-axeln och féltet ska bestammas i en godtycklig punkt R.

OBS! Anvand de enkla formlerna i férsta hand! |

Exempel: En Hertzdipol i fri rymd utstralar den totala effekten 16 kW med frekvensen
100 MHz. Berakna E-faltets maximala toppvarde pa avstandet 100 km fran antennen!

f =100 Mz OA =c/f = 3-10%/10° = 3m << R=10"m Vi soker
alltsad E-faltet i vagzonen och anséatter

E =cSind IR S chA=zZE/z
0 R [) 9 O

Det ar ocksd enklare att berakna utstralad effekt i vagzonen.
Totalt utstralad effekt

_1 =T
P el ™ EJ'Re{Equ) }- da

integrerat oOver en sfar
runt om di pol en

Ett ytelenent pa sfarens yta da= 2mRsi n@ Rd6 [
Tt

Tt
o 21RC si n0do = = -% - 16.102
0

P B ECDZJSH'IZG

nedel 2Z,

0on=1,2-10°
Maxi mal a toppvardet av E har vi foér 0=1 2.
Eq =0t = 12.10° vim

3.1.1 Stralningsdiagram

Strélningsdiagram é&r ett diagram, dar |E] i strdlningszonen kan avlésas — for konstant
R —i olika riktningar fran antennen. Diagrammet kan ocksa visa effekten (~ [E|?).

Exenpel : En Hert zdi pol har Ee "R sin® e_jBR

DEem~si ne (fér visst R nmed max for 8=1/2

St ral ni ngsdi agrammet blir

i ©-planet: i ¢-planet: E= konst

cirklar 7 ober oende av ¢
0

p
O O

Lobbredd ( beamwidth pa engelska ): Vinkeln mellan halveffektpunkterna
( E = Emax/V2 dér). For Hertzdipolen far man lobbredden i §-planet

$in 6 = sin 0| max/v/2 = 1/1/2 for @ = 45° och 6 = 135°.

Lobbredd 135¢ - 45° = 90¢, se fig. t.v. ovan!
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3.2 Varierande stromfordelning, langre antenner
- sprotantenner

For den korta dipolantennen raknade vi med konstant stromamplitud Iy, i(t) = Iy coswt.
I praktiken varierar strommens amplitud langs antennen |y = ly(z) och kan t.ex. vara
z-beroende pa dessa satt:

Z z

For sinusformad variation i amplituden blir ly(z) = 1,,Sin[3(¢/2 - | z])], d&r 1., = max strém-
amplitud och ¢ ar antennléangden.

Berdkningsmetod: Dela in antennen i element Az. Varje Az betraktas som en Hertz-
dipol, som ger ett E-falt AE. Addera bidragen, d.v.s. integrera éver antennléangden /.

Om antennlangden inte &r mycket mindre an vaglangden, blir integralerna komplicerade.
For halvvégsdipolen, ¢ = )2, se vidare i Cheng avsnitt 10-4.1! Uttrycken for E, /> och
H, - finns ocks& i Formelsamlingen.

For ¢ < \/4 far man ett resultat som visar att man kan réakna med en effektiv antenn-
langd /g i Hertzdipolformlerna. log =0/2 for ¢ < N4

Laddningsfordelning pa antennen

Om stromamplituden &ar konstant, far man bara laddning i &ndarna pa antennen. Na&r
stromamplituden 1, = 1,,(z) far man en laddningsfordelning p,(z) pa antennen. Kontinui-
tetsekvationen § J - ds = - 9Q/0t tillampad pa elementet Az ger py(z). Se t.ex. uppgift 3-10
i Exempelsamlingen!

3.3 Stralningsresistans

Genom att integrera medelvérdet av poyntingvektorn i{EH"} &ver en sfarisk yta med
radien R runt antennen far man totalt utstralad effekt.

Definition av stral ningsresistans: o
IO
2 2 :
= = Z; Rstrain i X
Putstrélad Rstréln Ie stréInIO/2 n strain

dar |, ar antennstroémmens effektivvarde,
| ,dess toppvarde (maxinmala toppvarde om

strommren beror av z)

Stralningsresistansen ar en tankt resistans med samma effektutveckling som den utstra-
lade effekten.

I antennens inimpedans ingar ocksa forluster i antennen — beraknas i nasta avsnitt —.

Vi forsummar oftast dessa och réknar med Ri, = Rgtraming, S€ fig. ovan! Vi far ocksa en
imaginardel X i inimpedansen. X ar kapacitiv (<0) for en kort dipolantenn, induktiv (>0)
for en halvvagsantenn. — Vi berdknar inte X i kursen! —

Rstréln,Hertz = 80772(6/)‘)2 ; Rstr{ilm7 A2 = 73,1Q;

Man vill ha stor stralningsresistans. Hertzdipolen har ¢ « X och sdledes en mycket lag
stralningsresistans!
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3.4 Forluster i antennen

Exempel: Berdkna den joulska effektforlusten for en sprétdipol med langden ¢4, radien a,
konduktiviteten o och med triangular stromférdelning enl. fig. Frekvensen ar sa hog att

vi har skineffekt. ,

) _ 21 1/ 2
Stromanpl i tuden 1 (2) :Io-l_z 0 o
-2
Eftersom| =I1(z) nmaste vi teckna effekten dP i elenentet dz
och integrera.
2 . dz 2
dP = 1 4RI (z) dar resistansen dR = och 6=_/—
2 021ad WO
112 12
51 _z 2 dz _ 0 _ 1 2
Proriust = 25! (1 ) o2mas T 12110ad -5 I:\)T('jrlustIO
Ant ennens verkni ngsgrad n = Putstral a = Rurain
utstral ad+ Pf orl ust Rst ral n+ Rf('jrl ust

Rstrain 0ch Resrust ar tankta resistanser.

3.5 Gruppantenner

Vi har N likadana korta sprétdipoler placerade langs x-axeln och riktade i z-led., se fig.!
De komplexa antennstrémmarna ar

I, = Lie™ n=0,1..(N-1)
y

| dipol nriktad i
z-led

0 o .
p Y = r, = avstand till
n E n .
0 obser vat i onspunkt en

R ligger inte i papperets plan. vy = vinkeln nellan R och x-axeln
Eg OR

j ol |'nsi ne -jpr,
4711:rn

Fran varje dipol har vi faltet Ee= Z,

Vi raknar approximativt med avstandet till observationspunkten r, = R i nAmnaren, nog-
grannare i exponenten.

ror ¥R — dcosvy; rs @~ R — 2dcos~y 0.S.V.

cosy faslattastav cosy = R-% = sinfcose

- - jol,, sin® _. e aRd

Bot = 6 (E+E+ ..) = 6 Ay 4thR [ | PRy IleJ b7 PR deosy) |
j 28 -jB(R 2dcosy) A_ J0lgSing g EREL

+1,e e +"']:ezo—4ncR [Ir1.e "+l "+.]

dar y = &+pBdcosy = ¢+ PBdsinBcosd

Vi ar intresserade av hur DEtotD beror av 6 och ¢.

< . jy j2y
DEtotD S|ne|j|0+|1e +I2e +...0
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Omvi har sanmma strémanplitud i antennerna far vi
: - j Nw

= . 2 . 1-¢!
Etot~3|ne[1+e““+eJ qJ+...] = sin@
geonetri sk serie, sumerad
for N el enent

1-el ¥

eJ W/zsi n NY/ 2

. ' /2 sin Ny 2
= sinb = smGe“NlWZ—LW

siny/2

Genom val av stromamplituder, fasforskjutning ¢ och avstand d kan man fa gruppanten-
nen att strala pa onskat satt.

I l6st exempel 10-6 i Cheng visas stralningsdiagram for en gruppantenn med tva dipoler
for tva olika val av ¢ och d.

3.6 Antennfdrstarkning,effektiv antennyta mm

Nagra bergrepp for sandarantenner resp. mottagarantenner.

3.6.1 Sandarantenner

Ant ennf orst arkning (directive gain) GJ(6,9)
(ett matt pa hur nycket antennen stralar i en viss riktning)

2
S (R, 9,¢) “4TR Shedel
del 0
G(0.4) = ——5—— F/R
utstral ad

Smedel = tidsmedelvéardet av poyntingvektorn i en viss punkt (R, 6, ¢)
Puistralaa = tidsmedelvarde av fran antennen utstralad effekt.

Direktivitet D= Gp max DHertzdipol =15; D)\/Q =1,64

3.6.2 Mottagarantenner

En mottagarantenn ar belastad med impedansen Z;,. Figuren nedan visar ocksa en ekvi-
valent elektrisk krets med anpassad last.
R +j X

stréln

nmedel )
: Z =Rg g -1 X

=

Man réknar approximativt med att antennens impedans vid mottagning ar samma som
impedansen vid sdndning.

Inducerad spanning i antennen Vi,q = El.g for en kort dipolantenn, om den &r installd
for basta mottagning.

Ekvi val ent krets for nottagarantenn
med anpassad | ast Z;

PL

Effektiv antennyta |A, =
Smedel

dar Pr, = tidsmedelvéarde av effekt i belastning, anpassad till antennen
Shedel = tidsmedelvardet av poyntingvektorn vid antennen

Samband fér en antenn anvand som sandare (Gp) och mottagare (A.) vid stralning i
samma riktning (0, ) och med samma polarisation:

Gp(0,¢) = Ac(f), @) - 4m/N?
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Reflexion mot foremal:

Sspridd

Radartvarsnitt |oaq. = 47R? S
inf

Sint = tidsmedelvarde av poyntingvektorn for infallande vag vid foremalet.
Sspriaa = tidsmedelvardet av poyntingvektorn for den spridda vagen vid mottagaren.
R = avstand mellan féremal och mottagare.

3.6.3 Tva antenner, sandare och mottagare

Py, GpiGpo?

Friis formel —_— =
Put (47TR)2

Gp1 och Gps = antennfdrstarkning for resp. antenn.
P, = effekt utsand fran antenn 1.

PL = effekt i anpassad last till antenn 2

R = avstand mellan antennerna.

3.6.4 Samma antenn som sandare och mottagare

En vag sands ut fran en antenn, reflekteras mot ett foremal och tas emot av samma
antenn.

- Py O'radar)\2 2
Radarekvationen — = =G
Put (47T)3R4 P

dar P, = effekt utsand fran antennen
R = avstand till foremalet med radartvarsnittet o,,qar
Py, = effekt i anpassad last vid mottagaren
051217 EP
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